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بردارها - کاربردی عموم٢ͬ-ریاضͬ ریاضͬ

ارومیه دختران حرفه�ای و فنͬ دانشͽاه

سلطا�ن�پور اکرم استاد:

١٣٩٨ اسفند
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.. بردارها

xها، نام�های به برهم، عمود دو به دو محور سه از بعدی، سه مختصات دستگاه •
است. شده تشͺیل zها و yها

.O = (0, 0, 0) گویند: مختصات، مبدا ،O را مذکور محور سه تلاقͬ محل •
مرتب تایی سه ͷی با بعدی، سه مختصات دستگاه در نقطه هر مختصات •

مͬ�شود. معرفͬ (x, y, z)
مͬ�شود: گرفته نظر در زیر صورت به بعدی سه مختصات دستگاه کلͬ حالت در •

٢ / ١۵ بردارها
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مبدا را شروعش معمولا که ) است دار جهت پاره�خط ͷی هندسͬ نظر از بردار، •
مͬ�گیریم). مختصات

داده تایی سه است. (a1, a2, a3)صورت به مرتب تایی سه ͷی بردار تحلیلͬ، نظر از •
یعنͬ است، مبدا که هم آن ابتدای است، انتهایی نقطه مختصات بردار برای شده

.
−→OA = −→a = (a1, a2, a3)

با موازی و هم�جهت مساوی، بردار باشد،
−→AB پیͺان انتهای نقطه B و ابتدا نقطه A اگر

مͬ�آوریم: دست به زیر صورت به را
−→AB

−→AB = B − A = (xB − xA, yB − yA, zB − zA)

.| −→a |=
√

a21 + a22 + a23 با است برابر −→a = (a1, a2, a3) بردار طول •

٣ / ١۵ بردارها
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.. جبری عملیات

حقیقͬ عدد ͷی r و بردار دو −→b = (b1, b2, b3) و −→a = (a1, a2, a3) کنید فرض
باشد.

−→a +
−→b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) بردار: دو جمع حاصل

−→a −
−→b = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3) بردار: دو تفاضل حاصل

r−→a = (ra1, ra2, ra3) بردار: در k حقیقͬ عدد حاصلضرب
−→a .

−→b = a1b1 + a2b2 + a3b3 بردار: دو داخلͬ ضرب

۴ / ١۵ بردارها
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.. جبری عملیات
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.. جبری عملیات
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.. جبری عملیات
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.. جبری عملیات
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.. جبری عملیات
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بردارهای .
−→b = (−2, 1,−1) و −→a = (4,−3, 2) کنید فرض .١ مثال

−→a +
−→b , −→a −

−→b , 2−→a − 3
−→b , −→a .

−→b

بیابید. را

حل.
−→a +

−→b = ((4) + (−2), (−3) + (1), (2) + (−1)) = (2,−2, 1) •
−→a −

−→b = ((4)− (−2), (−3)− (1), (2)− (−1)) = (6,−4, 3) •
2−→a − 3

−→b = (8,−6, 4)− (−6, 3,−3) = (14,−9, 7) •
−→a .

−→b = (4)(−2) + (−3)(1) + (2)(−1) = −13 •

۵ / ١۵ بردارها
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−→a .
−→b =| −→a ||

−→b | cosθ آنگاه باشد،
−→b و −→a ناصفر بردار دو بین زاویه θ اگر

. نتیجه

..

.

. ..

.

.

آورد: دست به زیر فرمول از مͬ�توان را
−→b و −→a ناصفر بردار دو بین زاویه

cos θ =
−→a .

−→b
| −→a ||

−→b |

کرد. بیان را زیر قضیه مͬ�توان لذا ،cos 90 = 0 اینکه به توجه با
. قضیه
..

.

. ..

.

.

−→a .
−→b = 0 اگر تنها و اگر هم�اند بر عمود

−→b و −→a ناصفر بردار دو

۶ / ١۵ بردارها
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−→a .
−→b =| −→a ||

−→b | cosθ آنگاه باشد،
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−→a .
−→b = 0 اگر تنها و اگر هم�اند بر عمود
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−→a .
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زیر فرمول از مͬ�توان که مͬ�دهند نشان proj−→a−→b با را
−→b بردار بر −→a بردار تصویر بردار

آورد دست به

proj
−→a−→b

=
−→a .

−→b
|
−→b |2

−→b

٧ / ١۵ بردارها



university-logo

. . . . . .

مطلوبست: .
−→b = (−1, 1,−2) و −→a = (2,−3, 1) کنید فرض .٢ مثال

−→b و −→a بردار دو بین زاویه الف.
−→b بردار بر −→a بردار تصویر ب.

حل.

| −→a |=
√
4 + 9 + 1 =

√
14, |

−→b |=
√
1 + 1 + 4 =

√
6,

−→a .
−→b = (−2) + (−3) + (−2) = −7

الف.

cosθ =
−→a .

−→b
| −→a ||

−→b |
=

−7√
14

√
6
=

−7√
84

ب.

proj
−→a−→b

=
−→a .

−→b
|
−→b |2

−→b =
−7

6
(−1, 1,−2) = (

7

6
,
−7

6
,
14

6
)

٨ / ١۵ بردارها
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بردارهای

−→i = (1, 0, 0),
−→j = (0, 1, 0), ,

−→k = (0, 0, 1),

مͬ�نامند. یͺه بردارهای را
بردار هر

−→a = (a1, a2, a3)

صورت به مͬ�توان را
−→a = a1

−→i + a2
−→j + a3

−→k

نوشت.

٩ / ١۵ بردارها
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حاصلضرببرداری آنگاه باشند، بردار دو
−→b = (b1, b2, b3) و −→a = (a1, a2, a3) اگر

صورت به است برداری مͬ�دهند نشان −→a ×
−→b با که را

−→b در −→a

−→a ×
−→b = (a2b3 − a3b2)

−→i + (a3b1 − a1b3)
−→j + (a1b2 − a2b1)

−→k

را
−→b = 2

−→i +
−→j + 3

−→k و −→a =
−→i −−→j + 2

−→k بردار دو خارجͬ ضرب مثال٣.
بیابید.

حل.
−→a ×

−→b = ((−1)(3)− (2)(1))
−→i + ((2)(2)− (1)(3))

−→j

+((1)(1)− (1)(2))
−→k = −5

−→i +
−→j + 3

−→k

١٠ / ١۵ بردارها
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آنگاه باشد، آنها بین زاویه θ و بردار دو
−→b و −→a اگر

| −→a ×
−→b |=| −→a ||

−→b | sinθ

.
..ملاحظه

.. ..

.

باشد.. درجه 180 یا 0 آنها بین زاویه اگر تنها و اگر موازی�اند ناصفر بردار دو
. ..نتیجه

.. ..

.

.

اگر تنها و اگر موازی�اند
−→b و −→a آنگاه باشند، ناصفر بردار دو

−→b و −→a اگر
. −→a ×

−→b = 0

بردار که کنید تعیین طوری را x مقدار −→a = (1,−2, 0) کنید فرض .۴ مثال
باشد. موازی −→a با

−→b = (x, 6, 0)
حل.

−→a ×
−→b = (6 + 2x)−→k

.x = −3 نتیجه در ،6 + 2x = 0 مͬ�شود نتیجه −→a ×
−→b = 0 از

١١ / ١۵ بردارها
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متوازي مساحت باشند، θ زاویه با هم�جهت غیر و ناصفر بردار دو
−→b و −→a اگر

از: است عبارت شود، مͯ بنا نها آ روي كه الاضلاعͯ

S =| −→a ×
−→b |

١٢ / ١۵ بردارها
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آنگاه باشد، اسͺالر ͷی r و فضا در بردارهایی −→c و
−→b ،−→a اگر

−→a ×−→a = 0 الف)
−→a ×−→

0 =
−→
0 ×−→a = 0 ب)

−→a ×
−→b = −(

−→b ×−→a ) پ)

(r−→a )×
−→b = r(−→a ×

−→b ) = −→a × (r−→b ) ت)
−→a × (

−→b +−→c ) = (−→a ×
−→b ) + (−→a ×−→c ) ث)

١٣ / ١۵ بردارها
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مطلوبست: .
−→b = −2

−→i + 2
−→j + 1

−→k و −→a = 4
−→i + 7

−→j − 4
−→k کنید فرض -١

3−→a − 2
−→b b→−الف) و −→a بردار دو بین زاویه ب)

−→b بر −→a بردار تصویر پ)

اسͺالر فرضشوند، .
−→b = 4

−→i + 3
−→j − 5

−→k و −→a = 12
−→i + 9

−→j − 5
−→k اگر -٢

باشد. عمود
−→b بردار بر −→a − d−→b بردار که بیابید طوری را d

مجاور ضلع دو
−→PS = 3

−→j + 4
−→k و

−→PQ = 3
−→i − 2

−→j کنید فرض -٣
مساحت کنید. محاسبه را متوازی�الاضلاع این مساحت باشند. PQRS متوازی�الاضلاع

است؟ چقدر PQS مثلث

١۴ / ١۵ بردارها
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باشید موفق و سلامت

١۵ / ١۵ بردارها


